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Prefacio

Sobre este sitio

Este libro digital fue creado utilizando el ecosistema de Cédigo Abierto:

s Quarto: El sistema de publicacion cientifica y técnica de proxima generacién.

= RStudio IDE: El entorno de desarrollo integrado para computacion estadistica.
= Markdown: El lenguaje de marcado ligero para la redaccién de contenido.

s GitHub Pages: Para el alojamiento y despliegue automatico del libro.

Todo el codigo fuente esta disponible en el repositorio de Github.

Motivacion

Este libro digital surge como un esfuerzo personal para organizar y profundizar en los conceptos
del curso Algebra Lineal para Aprendizaje Estadistico de la Facultad de Ciencias
Econdémicas y Administracién (UdelaR). El objetivo es recopilar toda la informacion
disponible en los materiales del curso, enriquecidos con explicaciones y ejemplos asistidos por
inteligencia artificial (Gemini 1.5).

Atribucion Intelectual

Es fundamental aclarar que la autoria intelectual de los conceptos, teoremas y la estructura
logica presentados en este libro pertenece a las fuentes originales citadas. El nticleo tedrico y la
secuencia pedagdgica provienen directamente de la obra del Prof. Gilbert Strang (MIT)
(Strang, 2019), sus lecciones magistrales en OpenCourse Ware (Strang, 2018), las notas de clase
del Prof. Diego Armentano (Armentano, 2026) y los repartidos de ejercicios practicos del
curso (Hernandez, 2026).

Mi rol en este proyecto se limita exclusivamente a la curaduria, organizacién y ediciéon de
contenidos para facilitar su estudio. Mi contribucién personal se centra en la digitalizacion de
los conocimientos, la creacién de un formato interactivo mediante Quarto, y la generacién de
ejemplos aclaratorios asistidos por IA. Las contribuciones originales son ocasionales y tienen


https://quarto.org/
https://posit.co/download/rstudio-desktop/
https://daringfireball.net/projects/markdown/
https://pages.github.com/

como Unico fin conectar las ideas de los autores mencionados o adaptar la notacién para mayor
claridad del lector.

Descargo de responsabilidad (Disclaimer)

Este material debe ser utilizado como una guia de estudio complementaria y no
como una fuente oficial de verdad absoluta. Debido a que gran parte de la redaccion y los
ejemplos han sido procesados mediante TA:

= No se ofrecen garantias sobre la exactitud del contenido.
= Pueden existir errores técnicos, matematicos o de transcripcion que atn no han sido

detectados.
= Se recomienda siempre contrastar los conceptos con la bibliografia oficial y las

fuentes primarias citadas.

jColabora y Reportal

Este es un proyecto abierto. Si encuentras una errata en una férmula, una explicacién confusa
0 quieres proponer una mejora en el cédigo, no dudes en contribuir.

Puedes contribuir de las siguientes maneras:

1. Reportando un error: Abre un Issue en el repositorio de GitHub.
2. Corrigiendo directamente: Haz un Fork del proyecto y envia un Pull Request con tus

correcciones.

Acceder al Repositorio en GitHub

Licencia y Uso

Este libro se distribuye bajo una licencia Creative Commons Atribucién-NoComercial-
Compartirlgual 4.0 Internacional (CC BY-NC-SA 4.0).

Esto significa que eres libre de:

s Compartir: Copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato.
= Adaptar: Remezclar, transformar y construir a partir del material.

Bajo los siguientes términos:

1. Atribucién: Debes dar crédito de manera adecuada (citando este libro y las fuentes

originales).


https://github.com/mtrias/alnae
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

2. No Comercial: No puedes utilizar este material con fines comerciales.
3. Compartir Igual: Si remezclas o transformas este material, debes distribuir tus contri-
buciones bajo la misma licencia que el original.



1 Introduccion

Esta introduccién contiene una breve referencia sobre conocimientos previos, necesarios para
entender el contenido del curso

1.1. Numeros Complejos

1.1.1. Propiedades

» Suma/Resta: sumamos las partes reales y las imaginarias
= Conjugado: Cambiamos el signo a la parte imaginaria
= Producto: Expresamos los numeros como z = a + ib y aplicamos distributiva

= Cociente: o
21 21 %o

sizg #0

Z9 B |2'2’2’

1.1.2. Interpretacion geométrica

= Suma: suma de vectores en el plano

= Multiplicacidn: escala el modulo y rota el angulo
s Conjugado: reflejo respecto al eje real

= Division: divide médulos y resta angulos

Observacion: El producto interno de complejos, (vector x vector = vector) no es generalizable
a otros espacios. En R? tenemos el producto vectorial usual, pero en R? no hay un producto
vectorial que sirva para definir un cuerpo.

1.1.3. Descomposicion Polar de un Niumero Complejo
Cualquier niimero complejo z en forma binémica se escribe como z = a + bi, donde a,b € R e

i es la unidad imaginaria (i> = —1). La descomposicién polar expresa este mismo punto
utilizando coordenadas polares (7, 0).
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= El Médulo r representa la magnitud o “longitud” del vector que une el origen con el
punto z. Se obtiene mediante el teorema de Pitagoras aplicado a las componentes real e

imaginaria: r = |z| = Va2 + b2

= El Argumento 6 es el angulo formado por el vector con el eje real positivo. Se define
mediante la funcion arcotangente, teniendo en cuenta el cuadrante donde se ubica z:
0 = arg(z) = arctan (2)

a
1.1.3.1. Representacion Matematica

Existen tres formas estrechamente vinculadas para expresar la descomposicion polar:

1. Forma Trigonométrica
Utilizando proyecciones sobre los ejes:

= 0
{a reos = z=r(cosf +isinf)

b=rsinf

2. Forma Exponencial (Férmula de Euler)
Basada en la identidad de Euler e’ = cos@ + isin#, esta es la forma més compacta y
potente para el andlisis: z = re®

3. Forma Polar (Notacién de Fasores)
Comun en ingenieria eléctrica y fisica: z =7

1.1.3.2. Propiedades y Ventajas Operacionales

La descomposicién polar simplifica drasticamente ciertas operaciones algebraicas en comparacién
con la forma bindémica:

s Multiplicacién:
Se multiplican los médulos y se suman los angulos.

2125 = (ryry)et01702)
» Potenciacién (Férmula de De Moivre):
2" = r"(cos(nb) + isin(nh))
(mw)n — Tneine

= Raices:
Permite hallar las n raices de un niimero complejo distribuyéndolas uniformemente en un
circulo de radio /7.

11



Observacion:

De la formula de Euler:
e = cos@ + isinf

Evaluando en 8 = 7w surge

em+1=0

Observacién:
'™ parametriza todos los puntos de S' =2 € C: |z =1

1.2. Determinante de una Matriz Cuadrada

El determinante de una matriz cuadrada A € R™*" es un escalar que representa el factor de
escala de volumen de la transformacion lineal asociada. Geométricamente, el volumen de un
hiperparalelepipedo definido por las columnas de A es igual a | det(A)].

1.2.1. Propiedades Relevantes
1.2.1.1. Determinante del Producto de Matrices

det(AB) = det(A) det(B).

Idea de la prueba: Se basa en la unicidad del determinante como funcién multilineal
alternada. Al definir d(B) = det(AB), se demuestra que d(I) = det(A), lo que fuerza la relaciéon
proporcional d(B) = det(A) det(B).

1.2.1.2. Determinante como Producto de Autovalores

Si A tiene autovalores Ay, ..., A\, : det(A) = H?Zl A

Idea de la prueba: Evaluando el polinomio caracteristico p(A) = det(A — AI) en A = 0. La

forma factorizada (A; —0) ... (\,, — 0) coincide con el término constante del polinomio, que es
det(A).

1.2.1.3. Determinante de Matrices Semejantes

Si B= P71AP, entonces det(B) = det(A).

Idea de la prueba: Por la propiedad del producto, det(P~*AP) = det(P~!) det(A) det(P).
Dado que det(P~1) = 1/det(P), los términos externos se anulan.

12



1.2.1.4. El Determinante en Matrices Ortogonales

Una propiedad fundamental de las matrices ortogonales (Q7Q = I) es que su determinante
estd restringido a dos valores posibles: 1 o —1.

Prueba: Partiendo de la definicién de matriz ortogonal: Q7'Q = I, aplicamos el determinante a
ambos lados det(QT'Q) = det(I). Como det(I) = 1y el determinante del producto es el producto
de los determinantes: det(Q7) det(Q) = 1. Dado que el determinante de una transpuesta es
igual al de la matriz original (det(QT) = det(Q)):

(det(Q))? =1 = det(Q) = +1

1.3. Independencia Lineal, Rango, Menores

El rango de una matriz se define como el niimero de columnas (o filas) linealmente independien-
tes. Se dice que una matriz A € R™*" de rango r, tiene rango completo si r = min(m,n).

Una herramienta analitica para determinar el rango de una matriz es el estudio de sus menores.
Para una matriz de rango r, existe al menos un menor de tamafno r X r con determinante no
nulo.

Si una matriz A € R**? tiene rango 2, al menos uno de sus menores de 2 x 2 debe tener un
determinante distinto de cero.

En una matriz genérica (con valores aleatorios), la probabilidad de que un menor sea singular
es cero. Formalmente, en el espacio de matrices R3*2, el conjunto de matrices con rango menor
a 2 (donde todos los menores de 2 x 2 son singulares) forma una variedad algebraica. Dado
que las raices de un polinomio no trivial definen un conjunto de medida cero, la probabilidad
de que una matriz elegida aleatoriamente sea singular es nula.

13



2 Matrices de Rango 1

Si una matriz tiene rango 1, entonces todas sus columnas pueden obtenerse como combinaciones
lineales de la primera (llamemosle u). Por lo tanto, esta matriz puede expresarse como el
producto exterior de dos vectores u y v', si elegimos las componentes adecuadas de v:

A=uv'
En esta estructura, el espacio columna es la recta generada por u y el espacio fila es la recta
generada por v.

De forma general, cualquier matriz de rango r puede descomponerse en la suma de r matrices

de rango 1:
A= Z e;rd
i=1

Esta perspectiva es esencial para entender factorizaciones avanzadas como SVD o la diagona-
lizacién, donde la informacién de la matriz se “fragmenta” en componentes de importancia
decreciente.

Espacio Columna C(A)

Es el subespacio en el codominio R™ generado por las combinaciones lineales de las columnas
de A. Para una matriz de rango 1, este espacio es simplemente la recta generada por el vector
U.

Espacio Fila C(AT)
Es el subespacio en el dominio R™ generado por las filas de A. En el caso de rango 1, es la
recta generada por el vector v.

2.0.0.1. Ejemplo

Consideremos la matriz A de tamartio 2 x 2:
1 2 1

Aqui, el vector u = [1,3]" define la direccién del espacio columna en R?, mientras que el vector
v =1,2]" define la direccién del espacio fila en R?.
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2.1. Estructura Espectral

Las matrices de rango 1 son los bloques de construcciéon fundamentales del algebra lineal
numérica. Una matriz A € R3*3 definida como el producto exterior de dos vectores no nulos,
A = wv', posee una geometria espectral muy simple pero poderosa. Este se divide en dos
partes: el autovalor asociado a la imagen, o autovalor “vivo” y los autovalores asociados al
nicleo o autovalores “nulos” (Strang, 2019, p. I.1; Armentano, 2026 clase 4).

El Autovalor “Vivo” )\,
Si multiplicamos la matriz por el vector u, observamos:

Au = (uwv"u = u(vu) = ulv,u) = (v,u)u
Esto revela que A\; = vTu = (v,u) (el producto punto entre v y u) es el tinico autovalor que

puede ser distinto de cero (Hernandez, 2026, p. 3, ejercicio 12).

Los Autovalores Nulos )\, A5

Dado que el rango de la matriz es r = 1, la dimensién del ntcleo es n —r =3 —1 = 2
(Armentano, 2026 clase 4). Por lo tanto, existen dos autovalores adicionales que deben ser cero:
)\2 — 0, )\3 — O

2.2. Autovectores

La ubicacion de los autovectores depende de los subespacios fundamentales de A (Strang, 2019,
p. 1.6):
T

Autovector para A\ =v'u
Como se demostro arriba, el vector z; = u es el autovector asociado al valor propio no nulo.
Este vector define la direccién del espacio columna C(A).

Autovectores para A =0
Los autovectores asociados al cero son todos los vectores que pertenecen al nicleo N(A). Por
definicién, estos son los vectores perpendiculares al espacio fila (generado por v) (Armentano,
2026 clase 4):

Az = (ww )z =u(v'z) =0 <= vlz=0

Para completar la base de autovectores en R3, simplemente elegimos dos vectores z,, 23 que
sean linealmente independientes y perpendiculares a v

2.3. Resumen Espectral

15



Ubicacion

Tipo Valor Propio () Vector Propio Geométrica
Principal A =0 u = {u,v) Ty =u C(A)
Nulo 1 Ay =0 Ty Lv N(A)
Nulo 2 Az =0 x3 Lo N(A)

| Importante

La matriz es diagonalizable solo si \; # 0 (es decir, ufv).
Siviu= 0, la matriz tiene todos sus autovalores en cero y no posee una base completa
de autovectores, convirtiéndose en una matriz defectiva (Strang, 2019, p. 1.6).

2.4. El Polinomio Caracteristico

La estructura espectral de una matriz de rango 1, A = uv', se refleja de manera simplificada

en su polinomio caracteristico x 4(A\) = det(A — Al) (Armentano, 2026 clase 7; Strang, 2019, p.
1.6).

Para una matriz n X n de rango 1, el polinomio caracteristico siempre toma la forma:

Xa(d) = (=" u—2)

En el caso especifico de una matriz 3 x 3, esto se reduce a:

Xa(A) = =22\ —vTu) = =23 + (v u)\?

2.4.1. Observaciones

Multiplicidad Algebraica del Cero
El factor A\»~! confirma que el valor propio A = 0 tiene una multiplicidad algebraica de al

menos n — 1. Esto es una consecuencia directa de que la matriz tiene un nicleo de dimensién
n — 1 (Armentano, 2026 clase 4).

Relacion con la Traza
El coeficiente del término A"~ ! (en este caso vTu) corresponde a la traza de la matriz (Strang,
2018 Lec. 4 ’144). En una matriz de rango 1, la traza es exactamente el producto interno de los

vectores que la generan: tr(uv') = v u.

Determinante Nulo

Como el término constante del polinomio es el determinante y aqui es cero (para n > 1), se
confirma que toda matriz de rango 1 es singular (Armentano, 2026 clase 4; Strang, 2019, p.
1.6).

16



2.4.2. El Caso A =0 repetido

Si los vectores son ortogonales (v'u = 0), el polinomio se convierte en x 4(\) = (=\)". En
este escenario, todos los autovalores son cero, pero la matriz solo posee n — 1 autovectores
independientes, lo que la hace no diagonalizable.
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3 Producto de Matrices, Factorizacion CR

Este capitulo explora la dualidad en la interpretacién de la multiplicacién matriz-vector y la
estructura fundamental de una matriz a través de sus columnas.

3.1. Multiplicacion de Matrices por vector Ax

Sea A = [ay,ay,...,a,] € M™ ™ una matriz donde a; representa su j-ésima columna. Sea

x = (21, %q,...,2,) € R" Entonces, el producto de la matriz A por el vector x es:

Az = xyay + z909 + - + 7,0,

Esta operacién fundamental, puede interpretarse de dos maneras (Strang, 2018 Lec. 1):

Perspectiva de Filas:
Cada componente del vector resultante es el producto interno (tambien llamado producto
punto) entre una fila de A y el vector z.

Perspectiva de Columnas:
El producto Az es una combinacién lineal de las columnas de A, donde los coeficientes son
las componentes de x.

1 Nota

El vector resultante b = Az reside necesariamente en el subespacio generado por las
columnas de la matriz A. De otra manera, el vector solucién x, muestra como expresar el
termino independiente b como combinacién lineal de las columnas de A. Para algunos b,
esto es imposible porque no estan en el espacio generado por las columnas de A.

La interpretacién como combinacion lineal de las columnas de A es un pilar central del curso,
ya que permite visualizar el producto como un movimiento dentro del subespacio generado por
las columnas de la matriz.

Otra manera de visualizar el producto Ax en la perspectiva de columnas, es que, tomando un
vector aleatorio x de R™ obtenemos un vector del espacio C'(A). A su vez, si pensamos a A
como la matriz que representa a una cierta transformacion lineal 7' : R™ — R™ entonces C'(A)
corresponde al subespacio Im(7T")

18



Es facil ver como consecuencia de lo anterior, que la dimension del espacio generado por A
coincide con su rango. dim(C(A)) = dim(Im(¢)) = rango(A)

Ejemplo

En este ejemplo, la primer igualdad corresponde a la interpretacion usual en el calculo, donde
cada entrada de la matriz resultante es el producto punto entre las filas de la matriz A y el
vector x. La segunda igualdad, corresponde a la interpretacion de Ax como combinacion lineal
de las columnas de A. (Strang, 2019, p. 1.1)

2 3 . 2z, + 34 2 3
ASU = 2 4 . (:El) = 2351 + 4-%2 == :'I"l 2 + '1:2 4
37 2 3y + T,y 3 7

3.2. Teorema de Factorizacion A = CR

(Strang, 2019, p. 1.1) Sea A € R™*™ una matriz de rango r. Existen una matriz C € R™*" y
una matriz R € R™*" tales que: !

A=CR

= La matriz C € R™*" se construye seleccionando las primeras r columnas linealmente
independientes de A.

= La matriz R € R™" contiene los coeficientes necesarios para reconstruir todas las columnas
de A a partir de la base C'. Notablemente, R se encuentra a menudo en forma escalonada
reducida (o contiene un bloque identidad I,.).

Ejemplo:
(Strang, 2018 Lec. 1 '20)

Observaciones:

» Las columnas de C forman una base de C(A).
» Las filas de R forman una base de C'(A7T).

IEsta factorizacién permite la reduccién de dimensionalidad. Si r <« n y r < m, la matriz puede
almacenarse utilizando r(m + n) coeficientes en lugar de mn. Esto es la base conceptual de técnicas de
compresion y de aproximacién de matrices de bajo rango en ciencia de datos.
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3.3. Igualdad del Rango por Filas y Columnas

Un pilar del algebra lineal es que dim(C(A)) = dim(C(AT)) = r. La factorizacién A = CR
ofrece una prueba constructiva:

» Las columnas de C' son una base de C(A) por construccion (dim = r).

= De la igualdad A = CR, se observa que cada fila de A es una combinacién lineal de las
filas de R (los coeficientes de dicha combinacién se encuentran en las filas de C'). Como
R tiene r filas independientes, el espacio fila tiene dimensién r, igual a la dimensién del
espacio de columnas.

Observar: (Strang, 2018 Lec. 1 '29)

s Rango de columnas de A = # columnas de C' = rango de filas de A = # filas de R =
rango(A)

= Obtenemos las columnas de A como combinaciones lineales de las columnas de C utilizando
como coeficientes las columnas de R

s Obtenemos las filas de A como combinaciones lineales de las filas de R utilizando como
coeficientes las filas de C

3.4. Extension a la Multiplicacion de Matrices AB

La interpretacién del producto Ax como una combinacién lineal de columnas se extiende de
manera natural al producto de dos matrices A € R™*" y B € R™*P. Existen dos perspectivas
fundamentales para descomponer esta operacién.

3.4.1. Perspectiva de Columnas

Si denotamos las columnas de B como by, by, ..., b, el producto AB puede visualizarse como
una coleccion de productos matriz-vector:

AB — [Ab17 AbQ, e 7Abp]

Bajo esta Optica, cada columna de AB es una combinacién lineal de las columnas
de A, donde los coeficientes de la j-ésima combinacién provienen de la j-ésima columna de B.
Esto confirma que el espacio columna del producto estd contenido en el espacio columna de la
matriz de la izquierda: C(AB) C C(A).
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3.4.2. Perspectiva de Suma de Productos Externos

Al multiplicar A € R™*™ por B € R"*P, cada columna k de A se encuentra exclusivamente con
la fila k£ de B.

El producto de la columna k de A (m x 1) por la fila k de B (1 x p) genera una matriz completa
de tamano m X p.

Este producto, denominado producto exterior, produce una matriz donde todas las columnas
son multiplos de la columna de A y todas las filas son multiplos de la fila de B, lo que define
una matriz de rango 1.

La matriz final AB es simplemente la suma de estos n bloques de construcciéon de rango 1
(Strang, 2018 Lec. 1, '7):

AB = Zakb*k = a’lb*l + a2b*2 +oet anb*n
k=1

donde:

= a, es la k-ésima columna de A.
» b, esla k-ésima fila de B.

Cada término a;b,; genera una matriz donde todas las columnas son multiplos de a; y todas
las filas son multiplos de b,,,.

Veamos por que el elemento (AB),; de la matriz resultante es idéntico en ambos métodos.

La entrada (i,j) de la k-ésima matriz de la suma es exactamente a;;b;;. Al sumarlas todas,
recuperamos la formula estdndar: 3" a;.by; -

En el método de productos internos (filas por columnas), tenemos:
n
(AB)z'j = Z @iy
k=1

En la suma de productos exteriores, el elemento (4, j) de la k-ésima matriz a,b,; es precisamente
a;xby;- Al sumar las n matrices, obtenemos exactamente la misma sumatoria para cada entrada
de la matriz final.

Esta vision de sumar piezas de rango 1 es un pilar de las grandes factorizaciones del curso:
Factorizacién LU (Resta sucesivamente matrices de rango 1 para eliminar entradas) y SVD
y Descomposicién Espectral (Reconstruyen la matriz original sumando sus componentes
mds importantes [de mayor a menor valor singular/autovalor]).
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i Nota

Desde el punto de vista computacional, multiplicar una matriz m X n por una n X p
requiere mnp multiplicaciones, independientemente del orden o la perspectiva utilizada.
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4 Los Cuatro Subespacios Fundamentales

Toda matriz A € R™*™ actiia como una transformacién lineal T : V. — W que vincula
subespacios vectoriales especificos en el dominio (R™) y en el codominio (R). Esta accién
se comprende a través de cuatro subespacios fundamentales, organizados en pares de
complementos ortogonales. La comprension de estos subespacios es fundamental para el anélisis
de solubilidad y estabilidad numérica. El objetivo de esta secciéon es comprender el “panorama”
global de una matriz a través de estas cuatro piezas béasicas que la componen.

4.1. EIl Espacio Columna C(A)

El espacio columna de una matriz A € R™*" denotado como C(A), es el subespacio de R™
formado por todas las combinaciones lineales posibles de sus columnas.

Definicion:
C(A) ={beR™:b= Az para algin z € R"}

Geométricamente, si las columnas de una matriz 3 x 2 son linealmente independientes, el
espacio columna representa un plano en R3 que pasa por el origen. El sistema de ecuaciones
Az = b tiene solucion si y solo si el vector b pertenece al espacio columna C(A).

Sib ¢ C(A), el sistema se denomina incompatible o inconsistente. En tales casos, el dlgebra
lineal numérica busca la “mejor aproximacién” mediante métodos como minimos cuadrados,
proyectando b sobre el subespacio C'(A).

4.2. El Espacio Fila C(AT)

Similarmente podemos definir el espacio Fila de A como el espacio generado por las filas de la
matriz. Para no introducir otro simbolo, observamos que las filas de A son las columnas de su
transpuesta, por tanto utilizamos la notacion C (AT)

23



4.3. Definiciones Formales

Espacio Columna C(A) o Col(A) Elsubespacio de R™ generado por las combinaciones lineales
de las columnas de A. Representa la imagen de la transformacion lineal, es decir, todos
los vectores b para los cuales el sistema Ax = b tiene solucion.

Espacio Fila C(A") El subespacio de R" generado por las combinaciones lineales de las filas
de A. Reside en el dominio R™. Contiene las direcciones de los datos de entrada que la
matriz realmente “ve” y transforma hacia la imagen.

Ndcleo o Espacio Nulo N(A) o Ker(A) El conjunto de todos los vectores x € R™ tales que
Az = 0. Reside en el dominio R™. Estos vectores representan la informacion que se
“pierde” o se colapsa al origen durante la transformacion.

Nicleo lzquierdo N(A") El conjunto de todos los vectores y € R™ tales que ATy = 0. Reside
en el codominio R™. Contiene los vectores y tales que ATy = 0. Geométricamente,
representa las combinaciones lineales de las filas de A que resultan en el vector nulo.

4.4. Teorema de las Dimensiones

(tambien llamado Teorema del Rango o Teorema fundamental del algebra)

Para cualquier matriz A € R™*" de rango r que actia como una transformacion lineal
A : R" — R™, el Teorema de las Dimensiones establece que la dimensién del dominio se
compone por la suma de las dimensiones del niicleo y de la imagen:

n=dimN(A)+ dimC(A) (4.1)

En términos practicos, esto significa que el rango () méas la nulidad (n — r) siempre es igual al
nimero de columnas de la matriz. n = dim N(A) + r

4.5. Descomposicion Ortogonal

Al resolver el sistema homogéneo Ax = 0, buscamos el nicleo o espacio nulo N(A), compuesto
por todos los vectores x que la transformacién lineal A mapea al vector nulo.

Desde una perspectiva algebraica, esto equivale a encontrar los coeficientes de una combinacién
lineal de las columnas de A que resulte en cero; si existen vectores x # 0 que cumplen esto, las
columnas son linealmente dependientes.

Desde una perspectiva geométrica, la ecuacién Ax = 0 implica que el producto escalar de cada
fila de A con el vector x es igual a cero (r; - x = 0). Por lo tanto, el espacio nulo es el conjunto
de vectores ortogonales al espacio de filas C(A"), esto es, el complemento ortogonal (Strang,
2018 Lec. 2 ’35)
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N(A)=C(AT)*
Esto implica que para todo v € N(A) y todo w € C(A"), se cumple (v, w) = 0.
Otra forma de verlo, es que al multiplicar Az, las componentes del vector resultante son los

productos internos de cada fila A ;) de A con x (A;), z;), y estos tienen que dar 0. Esto implica
que cualquier vector en el nicleo de A es perpendicular a todas las filas de la matriz.

Esto significa que el espacio de partida se puede descomponer como una suma directa de estos
subespacios perpendiculares. Es decir, el dominio R"™ admite una descomposicién ortogonal
dada por:

R*=N(A) o C(AT)

De manera anéloga, para el codominio se verifica:

N(AT) = C(A)*

Por lo que:
R™ =C(A)@® N(AT)

Utilizando estas propiedades de los subespacios fundamentales, podemos ver que Al aplicar
la transformacion A a un vector x; si éste tiene una componente en el nicleo, esa parte seré
anulada por A, mientras que la componente en el espacio fila serda mapeada biunivocamente
hacia el espacio columna.

Por lo tanto, para conocer totalmente la transformacion A solo nos interesa conocer como
transforma los vectores en C(A") porque los vectores de N(A) siempre van a parar al 0.

4.5.1. Corolario: Igualdad del rango por filas y columnas

Al tomar dimensiones en ambos lados de la suma directa:

n =dim N(A) +dimC(AT)

Lo que a su vez, junto con la Ecuacién 4.1 implica:

dim C(AT) = dim C(A)

Esta igualdad revela que toda la informacion linealmente independiente de una matriz se refleja
de manera simétrica tanto en sus filas como en sus columnas. Mientras que las filas describen
las restricciones sobre las soluciones del sistema (Az = 0), las columnas describen la imagen o
el alcance de la transformacién. El rango r cuantifica estas “direcciones independientes” de
manera univoca para ambos espacios.

El rango por filas es idénticamente igual al rango por columnas (dim C'(A) = dim C(A") = 7).
Este hecho garantiza que la matriz A y su traspuesta A' comparten la misma capacidad de
generacién de dimensiones independientes en sus respectivos subespacios.
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4.5.2. Resumen

A € M™™ de rango r, representa una transformacion lineal T : R™ — R™ que puede
caracterizarse a travez de los subspacios:

Subespacio Simbolo Dimensién Espacio
Espacio Columna C(A) r R™
Ntcleo Izquierdo N(A') m—r R™
Espacio Fila C(A") r R™
Ncleo N(A) n—r R™

4.6. EIl “Gran Mapa” del Algebra Lineal

La accion de A puede visualizarse como una correspondencia biunivoca entre el espacio fila y
el espacio columna (Armentano, 2026 Clase 4). Los vectores en N(A) son mapeados al vector
nulo en el codominio. Si restringimos el dominio de A tinicamente al subespacio C'(A"), el
operador resultante:

A:C(AT) = C(A)
es un isomorfismo (es decir, es invertible sobre estos subespacios especificos).

Esto implica que para cada vector en la imagen C'(A), existe un unico vector en el espacio fila
C(A") que lo produce. Esta correspondencia es la base para entender la pseudo-inversa y la
resolucién de sistemas mediante SVD.

4.7. Restricciones y Codimensién

Para comprender la dimensién del nicleo N(A), resulta util visualizar las filas de la matriz
A € R™*™ como una serie de restricciones geométricas aplicadas sobre el espacio ambiente
R™.

Un vector x pertenece a N(A) si y solo si es ortogonal a cada vector fila a,;, de la matriz A.
Si denotamos el rango de la matriz como r, la existencia de r filas independientes impone
r restricciones lineales sobre el dominio, lo que reduce la dimensién del conjunto solucién a
n—r.

Por esta razon es util hablar de espacios de codimension r, es decir, todo lo que le falta al
espacio para abarcar la dimension del ambiente. Esta manera de expresarlo es 1til porque no
depende de la dimension del espacio de partida n.
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4.7.1. La Fila como Hiperplano

Consideremos una unica ecuacién lineal a;,x = 0, donde a,, es la primera fila de la matriz.
Geométricamente, esta ecuacion define un subespacio de codimension 1.

= Si estamos en R™, el conjunto de soluciones es un hiperplano de dimensiéon n — 1.
» Este hiperplano es, por definicién, el subespacio ortogonal al vector fila a,.

4.7.2. Interseccion y Reduccién de Dimension

Cuando anadimos una segunda fila a,,, estamos buscando la interseccion de dos subespacios.

s Si las filas son linealmente independientes: La interseccion de estos dos hiperplanos
es “transversal”, lo que reduce la dimensién del espacio soluciéon en exactamente uno mas.
Asi, el espacio de soluciones pasa a tener dimensiéon n — 2.

» Si las filas son dependientes: Por ejemplo, si ay, = 2a,,, la segunda ecuacién no
aporta informacién nueva. La interseccién de los subespacios es el mismo hiperplano
original, y la dimensién no decrece.

4.7.3. Conclusion sobre la Dimension del Nuacleo

Este proceso se generaliza para las m filas de la matriz. Si la matriz tiene rango r (es decir, r
filas linealmente independientes), la dimensién del nicleo se calcula como:

dim(N(A4)) =n—r

Cada “direccién independiente” capturada por el espacio fila C(A") consume una dimensién
del dominio, dejando el resto para el nicleo. Esto refuerza la idea de que el nicleo y el espacio
fila son complementarios: lo que una fila independiente “restringe”, se pierde para el ntcleo
pero se gana para la descripciéon del sistema.

4.7.4. Ejemplo de Codimensién en R?

Si tenemos una matriz con n = 3 y una sola fila independiente (r = 1), el nicleo es un plano
(dimension 3 — 1 = 2). Al afiadir una segunda fila independiente (r = 2), el ntcleo colapsa a
una recta (dimensién 3 —2 = 1). Si anadimos una tercera fila independiente, el tnico vector
perpendicular a las tres direcciones es el vector nulo (dimensién 0).
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5 Ortogonalidad, Isometrias, Matrices de
Stiefel, Proyectores

Las matrices ortogonales, representan las transformaciones mas estables en el calculo numérico.
Estas preservan la geometria del espacio, lo que garantiza que los errores de redondeo no se
amplifiquen durante las factorizaciénes.

5.1. Fundamentos de Ortogonalidad

5.1.1. Definicion: Vectores Ortonormales

Dos vectores x,y € R™ se definen como ortogonales si su producto escalar es nulo:
n
T, _
T Y= E z;y; =0
i=1

Para el caso complejo (C™), la definicién requiere el uso del conjugado traspuesto (producto
hermitiano) para asegurar que la norma sea un niimero real no negativo:

n
ely=zTy=> 7y, =0
i=1

5.1.2. Definicién: Conjuntos y Bases Ortonormales

Un conjunto de vectores {q;, s, ..., ¢} es ortonormal si cumple la condicién de la delta de

Kronecker:
1 sii=j
T _ _
qiqj_é”_{o siij

Decimos que un conjunto de vectores es una base ortonormal si es un conjunto ortogonal de
vectores unitarios ( ||¢;| =1 ¢=1,2,...,k ) que genera todo el espacio.
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5.2. Representacion de Vectores en Bases no Ortonormales

Sea B = {by, by, ..., b, } una base no ortogonal de V. Para expresar un vector v € V' como una
combinacién lineal de los elementos de dicha base, debemos encontrar un conjunto de escalares
{¢;} tales que:

n
=1

Este planteamiento requiere resolver el sistema lineal Bec = v, donde B es la matriz cuyas
columnas son los vectores de la base. Esta operacion conlleva varias dificultades desde una
perspectiva computacional. !

5.3. Representacion de Vectores en Bases Ortonormales

Cualquier vector v € R™ puede expresarse de manera tinica como una combinacién lineal de las
columnas ¢y, ..., q, de una matriz ortogonal Q:

UV =0C1q; + Gy + -+ Cpaq,

Multiplicando la expresién de v por ¢/ a la izquierda:

4 v =ci(q{ q1) +ca(q] @) + -+ ¢, (0] 4,)

Por la propiedad de ortonormalidad, ¢/ ¢; = 1y qquj = 0 para todo j # 1, resultando en
T
c = q .

@ Conclusién

Sea Q ={¢y,4s, -, ¢, una base ortonormal de R™.

Vo e R™ :v=rciq +cyqy + - +Cpq,

Los coeficientes ¢; se obtienen mediante productos internos individuales: ¢; = ¢ v

En notacién matricial, el vector de coeficientes completo se obtiene aplicando la matriz

» Complejidad Algoritmica: La resolucién mediante métodos directos (como la eliminacién gaussiana
o la descomposicién LU) implica un costo de O(n?®) operaciones de punto flotante.

s Interdependencia de Coeficientes: El célculo de cualquier coeficiente c; estd acoplado al resto del
sistema, lo que impide una resolucién parcial o asincrona de las coordenadas. A diferencia de las bases
arbitrarias, donde el célculo de las coordenadas exige resolver un sistema lineal mediante eliminacién
(O(n?)), en una base ortonormal los coeficientes se obtienen mediante productos internos individuales

(O(n)):
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Q' al vector v:
c=Q"v

c

1 T
c oo

2 = : v
: T
CTL

5.4. Matrices de Stiefel

Una matriz () de tamafio n X r se denomina Matriz de Stiefel si sus columnas son vectores
ortonormales en R™.

Una consecuencia directa de esta definicion es la identidad fundamental:
RTQ =1,

donde [, es la matriz identidad de tamafio r x 7.

o e N A I P
QTQ: q - 4| = . 0 :I]T

| Importante

Si n > r, la matriz QQ' no es la identidad, sino un operador de proyeccién sobre el
subespacio generado por las columnas de Q.

5.4.1. Teorema: Preservacion de la Norma (Propiedad Isométrica)

La multiplicacién por una matriz de Stiefel preserva la norma euclidea de cualquier vector
x € R". (Armentano, 2026 clase 4; Strang, 2018 Lec. 3 ’6)

Demostracion:
Sea x € R". La norma al cuadrado del vector transformado Qz es:

|Qz]* = (Qz) " (Q2) =2 (QTQ)r =2 L,z =Tz = |z]?
Por lo tanto, Qx| = |x|. Geométricamente, esto significa que @) actia como una rotacién o

reflexién, manteniendo intactas las distancias y los dngulos originales del dominio.
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5.5. EIl Operador de Proyeccién Ortogonal QQ'

Es imperativo distinguir entre las dos combinaciones posibles de una matriz de Stiefel Q) €

[RnX’I".

Matriz Identidad Q' Q = [,. Puede visualizarse como el producto interno de filas por columnas,
donde cada entrada de la matriz resultante es el producto punto de una fila de @ por
una columna. Este producto interno produce la identidad de tamafio r, confirmando su

ortonormalidad.
Proyeccién Ortogonal QQQ' = P En este caso, ayuda ver a () como un conjunto de columnas
Q15 q3s, G, ¥ a QQT como el producto de columnas por filas lo que convierte cada

término de ¢;¢; en un producto exterior. A diferencia del producto punto (que da un
nimero), el producto exterior de un vector por si mismo genera una matriz de rango 1 de
tamano n X n.

P=qq + a0 ++44q

Si r < n, esta matriz es singular, de rango r y actiia como un proyector ortogonal
sobre el espacio columna C(Q).

@ Tip

Q'Q = 0, Identidad de tamartio r
QQ' =P = QQ"v=Pv=uvgy Proyeccién Ortogonal sobreC(Q)

5.5.1. Prueba Geométrica y Algebraica

Para que un operador lineal sea una proyeccién ortogonal, debe satisfacer dos condiciones
estructurales que garantizan la estabilidad y la geometria del mapeo.

5.5.1.1. Idempotencia
Aplicar la proyecciéon sucesivamente no debe alterar el vector tras la primera aplicacién.
P?2=(QQNHQQN) =QQR'Q)Q"=Q(,)Q" =QQ" = P Entonces, P* = P.

Si v € C(Q), entonces existe un x tal que v = Qz. Al aplicar el proyector: Pv = P(Qx) =
(QQNQr = Q(QTQ)x = Qz = v. Por lo tanto, P deja invariantes a los vectores que ya
pertenecen a su imagen.
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5.5.1.2. Simetria

Si estamos proyectando un vector x sobre P, su proyeccion es Pz y el error es x — Pz. Para
que esta proyecciéon sea ortogonal, el error de la proyeccién debe ser perpendicular al espacio
donde se proyecta, es decir, que el error debe ser perpendicular a cualquier vector Py en la
imagen de P. Por lo tanto debe cumplirse

(Py)'(z — Pz) =0,y
Desarrollando esta formula, 0 = y'P"(x — Pz) =y (P'x — P"Px) = y'(P" — P" P)z. Para
que esto sea cierto para todo z e y, debe cumplirse P = P P.

Si ademds la matriz P fuese simétrica (P = P"), entonces tendriamos P' = PTP = PP = P
Por lo tanto, la simetria de P garantiza que la proyeccién sea ortogonal y no oblicua. Verifiquemos
entonces que P es simetrica: PT = (QQT)" = (Q")'QT =QQ" = P.

5.5.2. Caracterizacion Geométrica
El operador P descompone cualquier vector w € R™ en una componente dentro del subespacio
y un error ortogonal: w = Pw + (I — P)w.

Para cualquier vector w, el “vector de error” definido como e = w — Pw es perpendicular a
toda combinacién lineal de las columnas de @, es decir w — Pw L C(Q).

Un vector es perpendicular a C'(Q) si su producto interno con cada columna de @ es nulo, lo
cual equivale a decir que Q"e = 0.

QTe=Q (w—Puw)=Q (w-QQ w) = QTw—(QTQ)Q w =0

5.5.3. Aplicacion: La Proyeccion como Mejor Aproximacion

La proyeccién ortogonal es la piedra angular del método de Minimos Cuadrados. Cuando
un sistema Ax = b es incompatible, es decir, b ¢ C(A), la solucién numérica 6ptima no busca
resolver la igualdad, sino minimizar el tamafio del error: ||b — Az|. En otras palabras, buscamos
el vector & en C'(A) mas cercano a b en términos de distancia euclidea.

Si las columnas de A se transforman en una base ortonormal @, la “mejor aproximacién” de b
en el subespacio es simplemente su proyeccién ortogonal Pb = QQ'b.

Pero estamos interesados en encontrar una solucion para cualquier A. Como vimos antes, para
que el error sea minimo, el vector de error (b— Az) debe ser perpendicular a todas las columnas
de A. En lenguaje matricial, esto significa que el producto de AT por el error debe ser cero:

AT(b— AZ) =0
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Si distribuimos el producto, obtenemos las famosas Ecuaciones Normales:

ATb—ATAZ =0 (5.1)
ATAZ = ATb

Ahora, para encontrar Z, multiplicamos por la inversa de (A" A) (asumiendo que las columnas
de A son linealmente independientes):

Z=(ATA)'ATb

Sabemos que la proyeccion de b sobre el espacio de A es, por definicién, Pb. Pero también
sabemos que esa proyeccion es el resultado de aplicar la matriz A a nuestra mejor aproximaciéon

xT.

Pb= Az

Sustituimos el valor de z que acabamos de despejar:
Pb=A((ATA)1ATh) = A(ATA)TATD
Si quitamos la b de ambos lados, nos queda la estructura de la matriz de proyeccion:

P=A(ATA)TAT
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6 Matrices de Householder

Una matriz de Householder H es un tipo especial de matriz ortogonal y simétrica que se
utiliza para reflejar vectores respecto a un hiperplano.

T

La expresiéon vv' es un proyector sobre la direccién de v. Al calcular (I — vv")u, estamos

restando la componente de u en la direccién de v, lo que “colapsa” el vector u sobre el plano
(proyeccion).

Si en cambio restamos la componente de u en la direccién de v dos veces (1—2vv'), obligamos
al vector a cruzar el plano y quedar exactamente a la misma distancia en el lado opuesto. A
esta transformacion se le llama Matriz de Householder.

6.0.1. Definicién Formal

Dado un vector v € R™ unitario (|v| = 1), la matriz de Householder se define como:
H=101-2w"
La matriz H actta como un operador de reflexién:
» Si un vector x es ortogonal a v, entonces Hz = z (el vector reside en el hiperplano de

reflexion).
» Si un vector es paralelo a v, entonces Hv = —v (el vector se refleja completamente).

6.0.2. Propiedades Estructurales

La potencia de Householder en el cilculo numérico reside en sus propiedades estructurales:

Simetria La matriz es idéntica a su traspuesta. H' = (I—2vv")" = 1T =2(v")To" = 1-2w' =

H
Isometria Como es ortogonal, preserva la norma del vector original y nunca amplifica el error
numérico. |Hu| = |u].

Involucién Aplicar la reflexiéon dos veces regresa el espacio a su estado original: H? = (I —
200T)(1 — 200") = 1 — 4vv" + 4v(vTv)v" Como v'v = 1, la expresién se simplifica a
I —4vv" 4+ 4vv" = 1. Por lo tanto: H? = I.

Y uniendo con la simetria obtenemos tambien, H~ ! = H' y H? = .
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6.0.3. Utilidad en Factorizaciones

En la practica, utilizamos Householder para “limpiar” columnas de una matriz. Si queremos
que un vector x se convierta en un vector con ceros en todas las posiciones excepto la primera
(proyectarlo sobre el eje e;), disenamos un espejo que esté justo a mitad de camino entre z y el
eje deseado. La “limpieza” de una columna mediante una reflexién de Householder consiste
en disenar un hiperplano (espejo) que sea el bisector perpendicular del camino entre el vector
original x y el objetivo deseado z (Armentano, 2026 clase 6; Strang, 2018 Lec. 3, '70).

Generalmente se busca que toda la norma del vector = se concentre en la primera componente
para crear ceros debajo. Por tanto, el objetivo es z = |z|e;. El vector perpendicular al espejo
debe ser la linea que conecta ambos puntos: v = x — z. Este vector v apunta directamente
desde el origen del vector hacia su imagen reflejada. Para asegurar que la matriz sea ortogonal,
se utiliza el vector unitario u = m La matriz resultante H = I — 2uu' funciona restando
exactamente el doble de la proyeccién de x sobre el vector normal u. Matemdaticamente:

Hr = (I —2uu")z =z —2u(u'r)

Al aplicar Hz, la matriz resta exactamente el doble de la proyeccién de x sobre el vector
normal u. Esto cancela toda la parte de z que “sobra” fuera del eje e y lo empuja a aterrizar
exactamente en el objetivo z, dejando la columna “limpia” con ceros debajo de la primera
posicién
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7 Autovalores, Autovectores, A = XA X!

El estudio de los autovalores y autovectores permite entender la acciéon de una matriz A no a
través de sus entradas individuales, sino a través de sus direcciones invariantes. Mientras que
la mayoria de los vectores cambian de direccién al ser multiplicados por A, los autovectores
permanecen en la misma linea, experimentando inicamente un escalamiento.

7.1. La Ecuacion Fundamental

Sea A € R™™ una matriz cuadrada. Un vector no nulo z es un autovector (o eigenvector) de
A si existe un escalar A, denominado autovalor (o eigenvalor), tal que:
) )

Az = Xz (7.1)
Geométricamente, la aplicacion de A sobre z no altera su direccién, solo su magnitud por un

factor A.

Esta definicién es exclusiva para matrices cuadradas porque el transformado de x, es decir, Ax
estd en el mismo subespacio vectorial que .

i Nota

La definicion de autovector requiere que = % 0. Sin embargo, el autovalor 0 si es permitido.
De hecho, cualquier vector en el ntcleo es un autovector con A = 0.

@ Tip

Si la matriz es invertible y A # 0, se verifica que = también es autovector de A~! con
autovalor 1/X. Observar que en este caso, A necesariamente tiene que ser distinto de 0
para que esa igualdad tenga sentido, pero el caso A = 0 tiene sentido igualmente. A =0
significa que Ax = 0 es decir, que x € N(A), lo cual a su vez implica que el rango de A es
menor que n y que A no es invertible, por lo que la expresion A~ lx = %x no es valida

tampoco del lado izquierdo.
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7.2. Motivacion: Convergencia de Algoritmos Numéricos

Una de las mayores utilidades de los autovectores es el cdlculo de potencias de matrices. Si
aplicamos A sucesivamente k veces sobre un autovector x:

Afz = Negx

Esto implica que el comportamiento asintético de A* esta gobernado por la magnitud de sus
autovalores:

» Si|A| > 1, la componente en esa direccién crece exponencialmente.
» Si |A| < 1, la componente decae o se atentia hacia cero.

Para la mayoria de los vectores, la multiplicacién por una matriz A cambia tanto su longitud
como su direccién. Sin embargo, los autovectores son direcciones especiales que permanecen
invariantes: el producto Ax se mantiene en la misma linea que x, escalado inicamente por el
autovalor \ (Az = A\z).

Esta propiedad se vuelve extremadamente potente cuando calculamos potencias de la matriz.

Si aplicamos A sucesivamente k veces sobre un autovector, el resultado es simplemente A*x =
e,

La verdadera utilidad aparece cuando una matriz n X n posee n autovectores linealmente
independientes {x;,x,, ..., 2, }. En este escenario, estos vectores forman una base completa del
espacio R™ (Strang, 2018 Lec. 4 ’10).

Cualquier vector arbitrario v puede expresarse como una combinacién lineal de estos autovecto-
res:

v =cx Tyt +c,x,
donde los coeficientes c; representan las coordenadas de v en esta “base natural” de la matriz.
Calcular A*v mediante multiplicaciones matriciales directas es computacionalmente costoso y

numéricamente inestable. Sin embargo, al utilizar la base de autovectores, el cdlculo se vuelve
inmediato. Gracias a la linealidad, la accién de A* se distribuye sobre cada componente:

Arv =i (Mzy) + ey(Nsay) + - + e, (M)
Bajo esta éptica:

1. Descomponemos v: Encontramos cuanta “magnitud” tiene v en cada direcciéon inva-
riante.

2. Evolucionamos el sistema: Cada direcciéon evoluciona de forma independiente segin
la magnitud de su autovalor A¥.

3. Resultado Asintético: Si |\;| < 1, esa componente desaparecerd con el tiempo; si
|A;| > 1, esa direccién dominara el crecimiento del sistema.
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Esta perspectiva permite tratar a las matrices diagonalizables como si fueran simples matrices
diagonales, facilitando el andlisis de estabilidad y convergencia en algoritmos numéricos.

7.3. EIl Polinomio Caracteristico

Para hallar los autovalores, reescribimos la Ecuaciéon 7.1 como un sistema homogéneo singular
(A — Al)z = 0. Para que exista una solucién no trivial, la matriz (A — Al) debe ser singular, lo
que conduce al polinomio caracteristico y el estudio de sus raices:

Xa(A) =det(A—Al) =0

Las raices de este polinomio de grado n constituyen el espectro de la matriz.

7.4. Espectro de la Traspuesta A"

Toda matriz cuadrada A comparte exactamente los mismos autovalores con su traspuesta A',
porque ambas generan el mismo polinomio caracteristico (Strang, 2019, p. 1.6; Strang, 2018
Lec. 4 '131; Armentano, 2026 clase 7).

Sin embargo, aunque los autovalores son los mismos, los autovectores suelen ser diferentes.
Los autovectores de A" se conocen como autovectores izquierdos de A, ya que satisfacen
y'A = X\y'. En el “Gran Mapa”, esto significa que mientras los autovectores de A definen
direcciones invariantes en el dominio, los de A" definen direcciones invariantes respecto a las
filas (Armentano, 2026 clase 4).

7.5. Espectro de Matrices Semejantes

Dos matrices A y B son semejantes si existe una matriz invertible X tal que A = XBX 1.

Matrices semejantes comparten el mismo espectro de autovalores (pero no comparten autovec-
tores). Av = \v = X 1BXv =\ = BXv= X\ = B(Xv) = A\(Xv). Esta tltima igualdad
implica que Xv es vector propio de B con valor propio .

Prueba Sean dos matrices A y B semejantes (3M /B = M~*AM). La semejanza preserva
el polinomio caracteristico, incluso si los autovalores A residen en el plano complejo C
(Strang, 2018 Lec. 4 '125):

det(B — Al) = det(M~LAM — AM~LM) = det(M~1(A — A\)M)

Utilizando la propiedad distributiva del determinante ( det(ABC') = det(A) det(B) det(C)
):

det(M~1)det(A — Al) det(M) = det(A — Al) det(M) = det(A — AI)

det(M)
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Corolario El producto de matrices AB tiene los mismos valores propios (no nulos) que BA. Para
probarlo usando la observacion anterior, deberiamos probar que AB y BA son semejantes.
Esto equivale a buscar una matriz X tal que X(AB)X ! = BA. Esta igualdad se satisface
simplemente tomando X = B, ya que B(AB)B~! = BA(BB™!) = BAl = BA

7.6. Descomposicion XA X!

Si una matriz A posee n autovectores linealmente independientes, estos pueden agruparse
como columnas de una matriz X. La relacion AX = XA permite la factorizacién por
diagonalizacién (Strang, 2018 Lec. 4 '36):

A=XAX"!
donde A = diag()\, ..., A,,) es una matriz diagonal con los autovalores en su diagonal principal
(Strang, 2018 Lec 4 ’13).

Bajo esta perspectiva, multiplicar por A equivale a:

1. Cambiar a la base de autovectores (X 1).
2. Escalar cada componente por su respectivo A; (A).
3. Regresar a la base original (X).

7.7. Vinculo entre Espectro, Determinante y Traza

7.7.1. Determinante

El producto de los autovalores es igual al determinante de la matriz:
det(4) =[]\

La forma més sencilla de demostrar que el determinante es el producto de los autovalores es
evaluando el polinomio caracteristico en un punto especifico (Hernandez, 2026 Practico 3 Ej
10). Por el Teorema Fundamental del Algebra, el polinomio se puede expresar en términos de
sus raices (autovalores):

) = (A = Mg = A) o (A, = A)
Si evaluamos la expresién anterior en A = 0 obtenemos:

Xa(0) = (A1 —0)(Ay = 0) .. (A, =0) = A A Ay,
Por otro lado, por la definicién original en A = 0:

X4(0) =det(A—00) = det(A)
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1 Espectro de Matrices Singulares

Como det(A) =[], \;, esta propiedad implica que una matriz es singular (det(A) = 0)
si y solo si al menos uno de sus autovalores es cero (Strang, 2019, p. 1.6).

7.7.2. Traza

La suma de las entradas de la diagonal principal es igual a la suma de los autovalores:
tr(A) ="\

La relacién con la traza surge al comparar los coeficientes del polinomio caracteristico en sus
dos formas de expansién (Strang, 2018 - Lec. 4, '144).

» En la forma factorizada: Al expandir el producto (A; — A)(Ay — A) ... (A
coeficiente del término (—\)"~! es exactamente la suma de las raices: Y \,.

» En el determinante: Al expandir det(A—\l) mediante la férmula de Leibniz o cofactores,
el tinico término que contiene (—\)"~!
diagonal principal:

— ), el

n

proviene del producto de los elementos de la

(a1 — A)(agy — A) e (ap,, — A)

En este producto, el coeficiente de (—\)"~1

aqq + G99 + -+ + a,,, (Strang, 2019, p. L.6).

es la suma de los elementos de la diagonal:

Dado que ambos coeficientes deben ser iguales por pertenecer al mismo polinomio, se cumple
que tr(4) = 3" A

7.7.3. Verificacion en Matrices Diagonalizables

Si A= XAX"! podemos usar las propiedades de invarianza por semejanza (Strang, 2019, p.
1.6):

» det(A) = det(X)det(A)det(X) ! =det(A) =[]\

i

» tr(A) = tr(XAX 1) = tr(X1XA) = tr(A) = D\,
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Estructura Espectral en Matrices Aleatorias

El estudio de matrices con coeficientes aleatorios permite entender cuan “comunes” son ciertas
propiedades estructurales en el algebra lineal. Si generamos una matriz A € R™*" con entradas
distribuidas continuamente (por ejemplo, mediante una distribucién normal), podemos predecir
su comportamiento espectral.

Existencia de Autovectores en el Plano Complejo

Desde un punto de vista algebraico, la probabilidad de que una matriz cuadrada tenga
autovectores es del 100 % siempre que consideremos el campo de los niimeros complejos C
(Strang, 2019, p. 1.6). Esto se debe a que el polinomio caracteristico x 4(A) = det(A — Al) es de
grado n y, por el Teorema Fundamental del Algebra, posee exactamente n raices (Strang, 2019,

p. 1.6).

Sin embargo, la existencia de autovectores en el campo de los reales R depende de la dimensién:

» n impar: La matriz siempre tendra al menos un autovalor real (y por ende un autovector
real), ya que el polinomio de grado impar necesariamente cruza el eje real (Strang, 2019,
p. 1.6).

= n par: Existe una probabilidad no nula de que todos los autovalores sean complejos
conjugados, lo que implica la ausencia de autovectores reales (Armentano, 2026 clase 7).

Diagonalizabilidad casi segura

Para una matriz aleatoria, la probabilidad de que el polinomio caracteristico tenga raices
miltiples es cero (Armentano, 2026 clase 7). Por lo tanto, si los autovalores son reales, la matriz
es diagonalizable casi con seguridad (Armentano, 2026 clase 7). Esto tiene implicaciones
fundamentales para la estructura de la matriz:

= Autovalores distintos: Casi con seguridad, la matriz tendra n autovalores diferentes
(Armentano, 2026 clase 7).

» Independencia Lineal: Una matriz con n autovalores distintos garantiza que sus
autovectores asociados son linealmente independientes (Strang, 2019, p. 1.6).

» Conclusién: Una matriz aleatoria es diagonalizable casi con seguridad (con pro-
babilidad 1), permitiendo siempre la factorizacién A = XAX ! (Armentano, 2026 clase
7).
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El Determinante y la Invertibilidad

La probabilidad de que una matriz aleatoria sea singular es cero (Armentano, 2026 clase 7).
En términos espectrales, esto significa que el valor A = 0 casi nunca es una raiz del polinomio
caracteristico det(A — Al) = 0 (Strang, 2019, p. 1.6).

Esta propiedad asegura que los algoritmos numéricos que dependen de la invertibilidad o
del célculo de potencias A* (con k negativo o positivo) sean estables frente a perturbaciones
aleatorias (Armentano, 2026 clase 7).

Resumen de Probabilidades Espectrales

Propiedad Probabilidad Razon

Diagonalizable 1 Los autovalores son casi
siempre distintos (Armentano,
2026 clase 7).

Invertible det(A) # 0 1 El conjunto de matrices
singulares tiene medida cero
(Armentano, 2026 clase 7).

Autovectores en R™ (n par) <1 Posibilidad de autovalores
complejos conjugados (Strang,
2019, p. 1.6).

Autovectores en C” 1 Teorema Fundamental del

Algebra (Strang, 2019, p. L6).

La Probabilidad de Autovalores Reales

Si generamos una matriz A € R™*™ con entradas aleatorias (distribuidas de forma continua), la
probabilidad de que sus autovalores sean reales depende fundamentalmente de la dimensiéon n
y de las raices de su polinomio caracteristico.

Perspectiva del Polinomio Caracteristico

Los autovalores son las raices de x 4(\) = det(A — Al) = 0.

» Dimensién Impar (n impar): La probabilidad de tener al menos un autovalor real es
1. Esto ocurre porque cualquier polinomio de grado impar con coeficientes reales tiende
a +00 y —oo en sus extremos, lo que garantiza que cruce el eje real al menos una vez
(Strang, 2019, p. 1.6).
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» Dimensiéon Par (n par): La probabilidad es menor a 1. Existe una probabilidad no
nula de que todas las raices sean pares de complejos conjugados, lo que resultaria en una
matriz sin autovalores reales (Strang, 2019, p. 1.6).

Perspectiva del Determinante y la Invertibilidad

El determinante es el producto de los autovalores: det(A) = A; A, ... A,,. Para matrices aleatorias,
la probabilidad de que det(A) = 0 es cero (Armentano, 2026 clase 7). Esto implica que la
probabilidad de que el cero sea un autovalor es nula, asegurando que los autovalores reales
existentes sean casi seguramente no nulos (Strang, 2019, p. 1.6).

Ejemplos Conceptuales

Matrices de Rotacion:
cosf) —sin6

. . Sus autovalores son
sinf cos@

Una matriz de rotacién pura en R? tiene la forma: Q = [

complejos (e£%?), ilustrando por qué en dimensiones pares la probabilidad de autovalores reales
no es la unidad (Strang, 2019, p. 1.6).

Matrices Simétricas:
Si restringimos la matriz aleatoria para que sea simétrica (A = AT), la probabilidad de tener
todos sus autovalores reales es 1, independientemente de n (Armentano, 2026 clase 7).

Matrices de Markov:
En una matriz aleatoria de Markov (columnas suman 1), siempre existe el autovalor real A =1
(Strang, 2019, p. 1.6).
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8 Matrices Ortogonales

Una matriz cuadrada @ € R™*™ se define como ortogonal (o mds precisamente, ortonormal) si

sus columnas son ortonormales (vectores unitarios perpendiculares entre si), lo que implica
que: (Armentano, 2026 clase 8; Strang, 2019, p. L.5).

QIQ=1= Q' =Q"!

Cuando una matriz de Stiefel () € R™*™ es cuadrada, sus columnas no solo son ortonormales,
sino que forman una base ortonormal completa para R”. En este caso, la matriz se denomina
simplemente matriz ortogonal.

8.0.1. La Identidad Fundamental: Q' = QT

La propiedad mas potente de una matriz ortogonal es que su transpuesta es idéntica a su

inversa. !

Prueba: Por definicién de matriz de Stiefel, Q' Q = [. En el caso cuadrado, una matriz que
posee una inversa a izquierda también la posee a derecha y es tinica. Por tanto, QT = Q7!, lo
que implica que también se verifica QQ' =1 (Diego Armentano, 2025 Parcial 1 Ejla).

8.0.2. Preservacion de la Geometria (Isometria)

La propiedad definitoria de las matrices ortogonales es que no alteran el producto escalar entre
dos vectores cualesquiera v y v. Utilizando la propiedad de la transpuesta de un producto,
(Qu)" =u"QT, tenemos:

(Qu) - (Qu) = (Qu)" (Qv) =u" (QTQ=u"Tv=u-v
De esta invariancia se derivan dos consecuencias geométricas criticas:

1. Preservacién de la Norma (Longitud): Dado que |[v| = /v -v, se cumple que
[Qu]| = |v|. El vector transformado mantiene su magnitud original.

!Esta caracteristica simplifica drasticamente la resolucién de sistemas lineales Qx = b. En lugar de recurrir a
la eliminacién gaussiana (O(n?)), la solucién se obtiene mediante una simple transposicién O(n?): z = QTb.
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2. Preservacién de Angulos: El 4ngulo 6 entre dos vectores se define por cos(f) = m

Al ser el numerador y el denominador invariantes bajo @), el &ngulo permanece constante.

En definitiva, las matrices ortogonales actiian como operadores que preservan la estructura
métrica del espacio. No solo mantienen las longitudes (normas), sino también los dngulos entre
vectores. >

Por lo tanto, las matrices ortogonales @) € R™*"™ representan una rotacién (o una combinacién
de rotacién y reflexién) porque actian como una isometria lineal en el espacio euclideo.

8.0.3. Ejemplo Canénico en R?

La matriz de rotacion estdandar para un angulo 6 en sentido antihorario es el ejemplo més claro
de una matriz ortogonal:

R — (€8 0 —sind
7 \sinf cosé
Podemos verificar su ortogonalidad mediante la suma de los cuadrados de sus componentes

en las columnas (sin2 0 + cos?§ = 1) y comprobando que su determinante es siempre 1, lo que
garantiza que es una rotacién pura sin reflexion.

8.0.4. EI Determinante y la Orientacion

Aunque todas las matrices ortogonales preservan la estructura métrica, el determinante de la
matriz () determina si la transformacion preserva o invierte la orientacién del espacio:

Transformacion Determinante

Rotacién Propia det(Q) =1

Rotaciéon Impropia det(@Q) = —1 Invierte la orientacién
(Reflexion) (quiralidad) del espacio.

2Las transformaciones basadas en matrices ortogonales (como las rotaciones de Householder o Givens) son
preferidas en aplicaciones donde la estabilidad numérica es critica porque nunca amplifican el error ni
producen overflow. Dado que |Qz| = |z|, el tamafio de los datos se mantiene constante a lo largo de
multiples factorizaciones.

45



8.0.5. Ejemplos Clave en Computacion

Matrices de Permutacion (P):
Reordenan las entradas de un vector. Sus columnas son las de la identidad en distinto orden.
Siempre verifican PT = P~

Matrices de Rotacion:

En R?, la matriz R, = 0959 —sin6
sind  cosf

son complejos: A = cos + isin 6.

> rota vectores preservando el origen. Sus autovalores

Matrices de Refleccion:

2 . _ (cos@ sinf
En R#, la matriz Q) = (sin@ o

origen y tiene un angulo 8 con el eje horizontal.

) refleja los vectores respecto de la recta que pasa por el

Matriz de Fourier (F):
Utilizada en el procesamiento de senales, sus columnas son autovectores ortonormales que
permiten transitar entre el dominio del tiempo y la frecuencia.

8.1. Espectro

Los valores propios (A) de una matriz ortogonal siguen reglas geométricas estrictas derivadas
de su capacidad para preservar longitudes.

8.1.0.1. Moddulo Unitario (|| = 1)

Debido a que las matrices ortogonales preservan la norma de los vectores (|Qx| = ||z|) (Strang,
2018 Lec. 3 ’62). Si aplicamos esto a un autovector:

|Qz] = [Az] = Al|z] = [Al=1

Por lo tanto, todos los autovalores de una matriz ortogonal deben tener magnitud 1; es decir,
residen en el circulo unidad del plano complejo (Strang, 2019, p. L.5).

8.1.0.2. Valores Reales Restringidos

Los tnicos valores propios reales que puede tener una matriz ortogonal son 1 o —1. Cualquier
otro valor real violaria la condicién de médulo uno.
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8.1.0.3. Simetria en el Plano Complejo

Como @ tiene entradas reales, sus autovalores complejos siempre aparecen en pares A\ y A
(Teorema Fundamental del Algebra). Esto asegura que el polinomio caracteristico mantenga
coeficientes reales. Esto puede verse algebraicamente: Si A es un valor propio complejo de @)
con vector propio v, entonces: Qv = Qu = \v = A\ 7. Por lo tanto, A también es valor propio
con vector propio .

8.1.0.4. Determinante e Invarianza

El determinante de @, que es el producto de sus valores propios, siempre es 1 (rotaciénes puras)
o —1 (reflexién). A partir de la identidad Q' Q = I, aplicamos la propiedad del determinante
de un producto: det(Q") det(Q) = det(I). Sabiendo que det(Q") = det(Q) y que det(I) = 1,
obtenemos la relacién (det(Q))? =1

8.1.0.5. Espectrode Q' =Q!

Como se demostré en Seccién 7.4, Q y Q' siempre comparten los mismos autovalores. Sin
embargo, en el caso de las matrices ortogonales, existe una relacién adicional: Q" = Q~!. Esto
implica que: los autovalores de Q7 son también los autovalores del inverso de Q.

Si x es un autovector de () con autovalor A, entonces (Strang, 2018 Lec. 4 "115):

Qr=X\ = z=Q ') = Q lo= %x

Por lo tanto: si A es un autovalor de @, su reciproco 1/)\ es un autovalor de Q! (y
por ende de Q).

1 Nota

Para cualquier nimero complejo A con |A| = 1, se cumple que su reciproco es igual a su
conjugado:
1 -
— =
A
Los autovalores de Q' son los reciprocos de los de @, pero como tienen magnitud 1,
los autovalores de la traspuesta son simplemente los complejos conjugados de los

autovalores originales (Strang, 2019, p. L.5).
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8.2. Vectores Propios

Al igual que las matrices simétricas, las matrices ortogonales (y en general las matrices normales)
poseen vectores propios que son ortogonales entre si. En el caso de valores propios complejos,
esta ortogonalidad se verifica utilizando el producto interno complejo x4z, = 0.

8.3. Ejemplo: Matriz de Rotacién en R?

Consideramos la matriz de rotacion estandar ¢ (Herndndez, 2026, p. P3, ejercicio 7), que gira
cualquier vector del plano un angulo 6

cosf) —sinb
Q_[sine cos@]

Una matriz de rotacién pura (con § # 0,7) en R? tipicamente no tiene autovectores reales
porque gira todos los vectores un angulo 6. Sin embargo, posee autovalores complejos de la
forma A = e+ = cosf + isinf, que cumplen con tener magnitud 1. [e=?¥| = 1. Solo en los
casos donde 6 =0 (A=1) 0 8 =7 (A = —1) los vectores propios vuelven al espacio real.

Los autovectores asociados son vectores complejos en C?:

» Para \; = ¢% el autovector es z; = (1, —1i).
» Para \, = e % el autovector es x, = (1,1).

Podemos validar estos resultados mediante la traza y el determinante:

» Traza: \; + Ay = (cosf + isinf) + (cosf — isinf) = 2cos, que coincide exactamente
con la suma de la diagonal de Q.

» Determinante: )\, - A\, = e - ¢7¥ = ¢ = 1, consistente con una rotacién que preserva
la orientacion.

1 Ortogonalidad Compleja

Aunque estos vectores viven en C2, siguen siendo ortogonales entre si bajo el producto
interno complejo z{zy = 0.

8.4. Teorema Espectral para Matrices Simétricas

Sea S € M™ " : S = 8T secumple:

1. Autovalores Reales: Sus autovalores son todos reales (\; € R).
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2. Ortogonalidad de Autovectores: Los autovectores correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales entre si.

3. Diagonalizaciéon Ortogonal: Existe siempre una base ortonormal de autovectores, lo
que permite una diagonalizacién mediante una matriz ortogonal Q: 3

S=QAQ" =) Naa]
=1

8.4.1. Prueba: Ortogonalidad de Autovectores

Sean ¢y, g, autovectores de S con A\; # \,.
Say=Ma = (S¢1)" =Mal = ¢/ S=N\g|
Multiplicando por g4 a la derecha:
0 St = Ma{ ¢
Sustituyendo Sgy = Ayqs:
Aodl Go = M@l g5 = (Ao —A)g{ gy =0

Dado que \; # Ay, necesariamente q{ g, = 0. Por lo tanto, los autovectores son ortogonales.

8.4.2. Prueba: Descomposicion Espectral como Suma de Rango 1

La identidad S = QAQ " puede expandirse utilizando la multiplicaciéon columna-fila como una
suma de matrices de rango 1:

S =Mq1a] + Aoty + -+ A0,4,

Cada término \;q,q; representa la proyeccién del espacio sobre la direccién del autovector g;,
escalada por \;. 4

3Esta expansién como suma de matrices de rango 1 es fundamental para entender la descomposicién de la
varianza en estadistica.

4En aplicaciones de ciencia de datos, esta expansién permite identificar las componentes que capturan la mayor
varianza del sistema, descartando aquellas con autovalores despreciables.
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8.5. Aplicacidnes

8.5.1. Transformaciones y Calculo Funcional

La factorizacion A = XAX ! simplifica el cilculo de funciones de matrices:

1. Potencias: A* = XA*X 1. Si |)\,| < 1, entonces A*¥ — 0 cuando k — co.

2. Inversa: A~ = XA1X ! (si )\, #0).

3. Desplazamiento (Shift): Los autovectores de A 4 sI son los mismos que los de A, pero
sus autovalores son \; + s.

8.5.2. Reduccion de Dimensionalidad Mediante el Método de la Potencia

Desde una perspectiva numérica, si deseamos encontrar la direcciéon del autovector dominante
(el asociado al |A| mas grande), podemos iterar un vector aleatorio v:

Avy,
(o =
A

A medida que k — o0, el vector v, se alinea con el autovector dominante.
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9 Matrices Definidas y Semidefinidas Positivas

Las matrices definidas positivas representan una clase especial de matrices simétricas que
desempenan un papel central en la optimizacién, la estadistica y el analisis de estabilidad
de sistemas. Su estudio permite pasar de una vision puramente lineal a una comprensién de
superficies cuadraticas y “energia” del sistema.

9.1. Definicion

(Armentano, 2026 Clase 9) Sea S € R™™ una matriz simétrica (S = ST). Decimos que S es
una matriz definida positiva si para todo vector no nulo x € R™, el niimero escalar resultante
de la forma cuadratica es estrictamente mayor que cero:

'Sz >0 Vz#0

Geométricamente, la expresién f(x) = 2" Sz define una superficie en R™. Si la matriz es DP,
la gréfica de f(x) se asemeja a un paraboloide que abre hacia arriba (bowl), con un minimo
global tnico en el origen x = 0.

Dependiendo del comportamiento de la operacién ' Sz, clasificamos la matriz simétrica S
en:

» Definida Positiva: Si 2" Sz > 0 para todo x # 0.

» Semidefinida Positiva: Si 2" Sz > 0 para todo x. Esto permite que existan vectores no
nulos (normalmente en el nicleo de la matriz) para los cuales la forma cuadratica sea
cero.

» Indefinida: Si existen vectores z tales que 'Sz > 0 y otros vectores y tales que
y' Sy < 0.

Nomenclatura:

» Utilizamos tanto las abreviaciones en inglés: PD = Positive Definite, PSD = Positive
Semi-Definite, como en espanol: MDP = Matriz Definida Positiva, MSDP = Matriz
Semi-Definida Positiva.

» Al niimero resultante de la operacién =Sz se le denomina Energia o Forma Cuadra-
tica.
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9.2. Ciriterios de verificacion

Para verificar si una matriz simétrica S es PD, existen diversos criterios equivalentes que
vinculan la forma cuadratica con el espectro de la matriz y sus factorizaciones. (Strang, 2018
Lec 5)

9.2.1. 1: Autovalores Positivos

Una matriz simétrica S es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son estrictamente
positivos:
A, >0 paratodoi=1,...,n

El teorema espectral nos dice que existe una base de vectores propios que diagonaliza a S como
S = QAQ'. La forma cuadrética se puede escribir entonces como z' (QAQ")x. Definiendo
y = Q' z la expresion se simplifica a S = y"Ay = > \,y?, donde es facil ver que si todos los
A; > 0, la suma es necesariamente positiva para cualquier y # 0.

En el caso de una matriz S Semidefinida Positiva se permite que algunos autovalores sean
cero (\; > 0), lo que implica que la matriz puede ser singular.

9.2.2. 2: Energia Positiva

Strang usa el concepto de Energia positiva, que no es més que la definicion que usamos aqui.

9.2.3. 3: Factorizacion S = A" A

Si S es PD, existe una matriz invertible A tal que S = AT A L.

9.2.4. 4: Determinante y Menores Principales Positivos

Una matriz S es PD si todos sus menores principales lideres son positivos. Esto incluye:

» El determinante de la matriz completa: det(S) =[] A; > 0.
= Todos los determinantes de las submatrices superiores izquierdas de tamano k x k.

'En computacién numérica, esto se traduce en la Factorizacién de Cholesky: S = LL", donde L es una
matriz triangular inferior con diagonal positiva.
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9.2.5. b5: Pivotes de eliminacion Gaussiana Positivos

Toda matriz simétrica definida positiva permite una eliminaciéon gaussiana sin necesidad de
intercambio de filas (pivoteo), lo que conduce a la descomposicién simétrica A = LDLT.
En esta estructura:

» [ Es una matriz triangular inferior unitaria (con 1s en la diagonal principal). Representa
las operaciones elementales de fila realizadas durante la eliminacion.

s D: Es una matriz diagonal que contiene los pivotes resultantes del proceso de eliminacién:
D = diag(d,,ds, ..., d,,).

» L': Es la transpuesta de L, una matriz triangular superior.

Para demostrar por qué los pivotes deben ser positivos, analizamos la “energia” o forma
cuadratica asociada a la matriz. Comenzamos por multiplicar por un vector no nulo € R"
en ambos lados:

' Az = 2" (LDL")x

Por la propiedad asociativa del producto matricial, podemos agrupar los términos de la siguiente
manera:

x'Ar = (L"2)"D(L"x)

Si definimos un nuevo vector columna y como y = L'z, la expresién se simplifica a una suma
ponderada de cuadrados:

x Az =y "Dy = Zdly? =dyyi +doys + -+ d,yp
i—1

Dado que L (y por ende L") es una matriz triangular con 1s en la diagonal, su determinante es
1 y es, por tanto, invertible. Esto garantiza que para cualquier y # 0, siempre existe un tinico
x # 0 tal que L'z = y. Para que la suma E:l: ) d,y? sea estrictamente positiva para cualquier
valor de y, (donde al menos un y; # 0), todos los coeficientes d; deben ser estrictamente
mayores a cero.

Si existiera un pivote d;, < 0, podriamos elegir un vector y con componentes nulas excepto en
la posicién k, lo que resultaria en una forma cuadratica x' Az < 0, invalidando la propiedad de
ser definida positiva.
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9.3. Ejemplos y Aplicaciones Fundamentales

Para identificar la positividad en la practica, analizamos estructuras matriciales recurrentes
en el algebra lineal numérica y la ciencia de datos, vinculandolas con la estructura de los
subespacios y la teoria espectral.

9.3.1. Relacién con la Matriz Identidad

Cualquier matriz definida positiva .S puede verse como una deformacién de la matriz identidad
I. Mientras que x' Iz = ||z||* define una esfera perfecta (todas las direcciones pesan lo mismo),
xSz define un elipsoide donde los ejes estan alineados con los autovectores de S y sus longitudes

dependen de 1/4/),;.

Un resultado 1til es que si S es PD, entonces existe un escalar o > 0 tal que: S — al es
semidefinida positiva. Esto indica que S “crece” al menos tan rdpido como una versién escalada
de la identidad.

9.3.2. Matrices de Gram (A" A)

Para cualquier matriz A € R™*", el producto S = A" A siempre es PSD. A" A es estrictamente

PD si y solo si las columnas de A son linealmente independientes (rango n). En ese caso, Az =0
implica necesariamente x = 0.

Prueba: La forma cuadratica se reduce a la norma al cuadrado del vector transformado:
r (AT Az = (Ax)" (Az) = | Az|?

Dado que una norma siempre es > 0, el resultado es siempre no negativo.

9.3.3. La Matriz de Unos (J)

La matriz J, donde cada entrada J;; = 1, es un caso critico de matriz de rango 1. Puede
expresarse como el producto exterior J = 11", donde 1 es el vector columna de unos. Sus
autovalores son A = {n,0,0,...,0}. Al tener autovalores no negativos, es semidefinida positiva.
Es singular para cualquier n > 1 porque su ntcleo tiene dimensiéon n — 1.

9.3.4. Matrices Simétricas, Espectro Real, Matrices de Proyeccion Ortogonal

Toda matriz definida positiva debe ser, por definicion, simétrica. La simetria garantiza que
todos los autovalores sean reales, lo que permite ordenarlos y validar si el autovalor minimo
Apmin > 0. Un ejemplo comtin son las matrices de proyeccién ortogonal P = QQ", las cuales
son PSD pero no PD (tienen autovalores 1y 0).
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9.3.5. Matrices de Markov Simétricas

Una matriz de Markov M cumple que sus columnas suman 1. Aunque no todas las matrices de
Markov son PSD, si ademés M es simétrica, sus autovalores son reales y el autovalor dominante
es A\ = L.

9.3.6. Desplazamientos (Shifts)

Una matriz simétrica arbitraria S puede convertirse en definida positiva mediante un “shift” o
desplazamiento espectral utilizando la matriz identidad | (Armentano (2026) clase 8). Si A,,,;,,
es el autovalor mas pequeno de S, entonces para cualquier s > |\,,;,,| se cumple que S + sl es
estrictamente Definida Positiva.
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A Eliminacion Gaussiana y la Factorizacion LU

La eliminacién gaussiana es el algoritmo fundamental para la resoluciéon de sistemas lineales
Ax = b. Desde la perspectiva del algebra lineal numeérica, este proceso se interpreta como la fac-
torizacion de la matriz original en dos componentes triangulares, permitiendo una comprensién
profunda de la propagacién de la informacién dentro del sistema.

Un paradigma moderno y sumamente 1til consiste en visualizar cada etapa de la eliminacién
gaussiana como la resta de una matriz de rango 1 a la matriz de trabajo actual.

Sea A € R™ ™. La matriz puede expresarse como la suma de n matrices de rango 1, donde cada
término representa el aporte de un paso de eliminacién:

A= Ciuf = buf +lug + -+ L ug

n
i=1
donde:

= /; es un vector columna que contiene los multiplicadores aplicados debajo del i-ésimo

pivote.

] uZT es el vector fila correspondiente a la fila pivote original en esa etapa.

Este enfoque revela que la eliminacién reduce sistematicamente la complejidad del sistema,
“extrayendo” una direccién independiente en cada paso hasta agotar el rango de la matriz.

A.1. Factorizacion A = LU

Si el proceso de eliminacién se completa sin necesidad de intercambios de filas, la matriz A
admite una factorizacién tnica de la forma:

A=LU
Matriz L (Lower):
Es una matriz triangular inferior con unidades en la diagonal principal (L,; = 1). Sus

entradas por debajo de la diagonal son precisamente los multiplicadores utilizados para eliminar
las variables.
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Matriz U (Upper):
Es una matriz triangular superior que contiene los coeficientes resultantes tras completar la
eliminacién. Sus entradas diagonales son los pivotes.

La matriz L se construye agrupando los vectores columna ¢;, y la matriz U agrupando los
vectores fila ul:

T
Uy

T
L=l,ly,...0] U=|"
T

Es vital notar que para que L tenga unos en la diagonal, los vectores ¢; deben estar normalizados
respecto al valor del pivote en ese paso.

A.2. Factorizacion PA = LU

En la practica numeérica, la eliminaciéon puede fallar si se encuentra un cero en la posicién del
pivote, o ser inestable si el pivote es muy pequefio. Para solventar esto, se recurre al pivoteo
parcial.

Teorema de Existencia General:

Para toda matriz A invertible, existe una matriz de permutacién P tal que la matriz
reordenada admite una factorizacién LU:

PA=LU

La matriz P simplemente registra los intercambios de filas necesarios para asegurar que los
pivotes sean los maximos posibles en valor absoluto, minimizando el error de redondeo.

A.3. Complejidad Computacional

La multiplicacién de matrices y su factorizacién involucran un conteo de operaciones fundamental
para el analisis de algoritmos. Para matrices de tamafio n X n:

1. Eliminacion: El costo es de aproximadamente %nS multiplicaciones y sumas.
2. Resolucién: Una vez obtenida la forma LU, resolver Ly = b (sustitucién hacia adelante)
y Uz = y (sustitucién hacia atrds) requiere solo n? operaciones.

Esta asimetria en el costo subraya la importancia de la factorizacién: una vez que A es
factorizada, resolver para multiples vectores b es extremadamente eficiente.
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B Descomposicion S = QAQT

(Strang, 2018 Lec 2 ’4)

La descomposiciéon QAQT es una variante especifica de la diagonalizacién ortogonal aplicada
exclusivamente a matrices simétricas. En el dlgebra lineal numérica, esta forma es fundamental
porque garantiza propiedades computacionales y tedricas que no estan presentes en matrices
generales.

Para una matriz cuadrada A € R™" que es simétrica (es decir, A = A7), el Teorema
Espectral establece que A es ortogonalmente diagonalizable. La expresién se define formalmente
como:

A=QAQ"
Donde:

» ): Es una matriz ortogonal cuyas columnas son los autovectores (vectores propios) de
A. Al ser ortogonal, cumple la propiedad Q7 = Q7!, lo que implica que QQT = I.

» A: Es una matriz diagonal que contiene los autovalores (valores propios) Ay, Ay, ..., A
correspondientes a cada autovector en Q.

n

B.1. Componentes de la Descomposicién

B.1.0.1. La Matriz de Autovalores (L)

En la matriz diagonal A, todos los elementos fuera de la diagonal principal son nulos. La
importancia de A radica en que representa el factor de escala de la transformacion lineal a lo
largo de sus ejes principales.

A, 0 .. 0
A0 A 0
0 0 .. A

n
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B.1.0.2. La Matriz Ortogonal ( Q) )

Las columnas de @) forman una base ortonormal del espacio euclideo. Esto implica que cada
columna tiene norma unitaria (¢, = 1) y es ortogonal a las demds (g; - ¢; = 0 para i # j).
Geométricamente, () opera como una isometria (rotacién o reflexion).

B.2. Interpretacion Geométrica

Si visualizamos la matriz A como una transformacién lineal, la descomposicion QAQT desglosa
la operacién en tres etapas cinematicas:

1. QT': Realiza un cambio de base del vector de entrada al sistema de coordenadas definido
por los autovectores (rota el espacio).

2. A: Aplica un escalamiento (dilatacién o contraccién) en cada una de estas nuevas direc-
ciones segun los valores A,.

3. Q: Devuelve el vector al sistema de coordenadas original mediante la rotacién inversa.

B.3. Importancia y Aplicaciones Técnicas

= Calculo de Potencias de Matrices: Elevar una matriz simétrica a una potencia k se
simplifica operacionalmente: A* = QA*QT. Solo se requiere elevar los elementos escalares
de la diagonal de A.

» Anélisis de Componentes Principales (PCA): En estadistica multivariante, la
matriz de covarianza es simétrica y semidefinida positiva. Su descomposicién permite
identificar las direcciones de maxima varianza.

= Estabilidad Numérica: El uso de matrices ortogonales es preferible en computacion
cientifica debido a que poseen un niimero de condicién 6ptimo, evitando la amplificacién
de errores de redondeo (Trefethen & Bau, 1997).
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C Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

(Strang, 2018 Lec. 6; Strang, 2019, p. 1.7)

A diferencia de la diagonalizacién, que requiere que la matriz sea cuadrada y posea suficientes
autovectores, y la descomposicién espectral S = QAQT que se limita a matrices simétricas, la
SVD es una generalizacion universal: existe para cualquier matriz A € R™*", ya sea cuadrada
o rectangular.

C.1. 10.1 Motivacion: Limitaciones de los Autovectores

La nocién de vectores propios (Ax = Azx) presenta algunos inconvenientes:

1. Matrices Rectangulares: Si A es m X n, el producto Az reside en R™, mientras que x
estd en R™, haciendo imposible la igualdad Az = A\z.

2. Matrices Cuadradas Generales: Incluso si A es cuadrada, los autovalores pueden ser
complejos o los autovectores pueden no ser ortogonales.

La SVD supera esto utilizando dos conjuntos distintos de vectores ortonormales: los vectores
singulares a izquierda (U) y a derecha (V).

C.2. La Ecuacion Fundamental

Toda matriz A puede factorizarse en el producto de tres matrices:
A=UxVT
Donde:

» U € R™™: Es una matriz ortogonal cuyas columnas son los vectores singulares a
izquierda y representan una base ortonormal para el codominio

» ¥ € R™*™: Es una matriz diagonal (aunque rectangular) que contiene los valores
singulares 0, > 05 > - >0, >0

= V € R™": Es una matriz ortogonal cuyas columnas son los vectores singulares a
derecha y representan una base ortonormal para el dominio.
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C.3. Intuicion Geométrica: Rotacién y Estiramiento

La accion de multiplicar por una matriz A puede descomponerse en tres pasos geométricos
elementales (Strang, 2018 Lec. 3 ’6):

1. Rotacién en el dominio (V7): Cambia el vector de entrada a la base ortonormal de
vectores singulares sin cambiar su longitud].

2. Escalamiento (X): Estira o contrae el vector a lo largo de los ejes principales. Aqui, la
esfera unitaria se transforma en un elipsoide cuyos semiejes tienen longitudes o;.

3. Rotacién en el codominio (U): Orienta el elipsoide resultante en el espacio final.

C.4. De las Ecuaciones Vectoriales a la Factorizacion Matricial

Para construir la SVD, buscamos una relacién andloga a la de los autovectores (Az = A\z),
pero adaptada a matrices rectangulares donde el dominio y el codominio tienen dimensiones
distintas.

El punto de partida es encontrar un conjunto de vectores ortonormales en el dominio

{v1,vq,...,v,} que, al ser transformados por A, resulten en vectores ortonormales en el
codominio {uy, u,, ..., u,}, escalados por un factor o;:
Av,. =cu, ,i=1,..,r

1 177

Donde 7 es el rango de la matriz. Estas ecuaciones representan la accién de la matriz sobre sus
direcciones principales (Strang, 2018 - Lecture 6 '20).

Podemos agrupar estas r ecuaciones individuales colocando los vectores v, como columnas de
una matriz V' y los vectores u; como columnas de una matriz U (Strang, 2018 - Lecture 6

’30):

Esta disposicién compacta las relaciones vectoriales en la ecuacién:

AV =UX

Dado que los vectores v; son elegidos para ser ortonormales, la matriz V' cumple la propiedad
de las matrices de Stiefel: VTV = [ (Strang, 2018 Lec. 3 ’02; Armentano, 2026 clase 5).
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Al multiplicar por V7 a la derecha en ambos lados de la ecuacién anterior, obtenemos la
representacion final de la SVD A = UXVT

| | | g1 T
A= |u; uy ... u ' :
| | I, T

UG‘MnLXT ZGM’I‘XT TTE]T/[—/

En esta estructura, las columnas de U representan la base ortonormal de la imagen, mientras que
las filas de V7T (que son los vectores columna v, transpuestos) representan la base ortonormal
del espacio fila.

Entonces, la conexién con la estructura espectral de las matrices simétricas permite identificar
la procedencia de estos vectores:

» Las columnas de V: Provienen de la diagonalizacién de AT A, siendo sus vectores
propios.

» Las columnas de U: Provienen de la diagonalizacién de AAT, siendo sus vectores
propios.

C.5. Relacion con la Estructura Espectral

La construccién de la SVD se apoya en las matrices simétricas AT A y AAT | las cuales siempre
son semidefinidas positivas

» AT A: Es una matriz cuadrada (n x n), simétrica y definida positiva. Sus autovectores
forman las columnas de V' y sus autovalores son o?.
» AAT: Es una matriz cuadrada (m x m) que posee los mismos autovalores no nulos que

AT A. Sus autovectores forman las columnas de U.

1. Vectores singulares a derecha (V): Son los autovectores de la matriz simétrica AT A.
Se cumple que (AT A)v, = o2v,

2. Vectores singulares a izquierda (U): Son los autovectores de la matriz simétrica
AAT. Se cumple que (AAT)u, = o?u,

3. Valores singulares (o;): Son las raices cuadradas de los autovalores no nulos de AT A
(o AAT). Representan el factor de estiramiento en cada direccién invariante.

Algebraicamente, esto se verifica expandiendo el producto:
ATA = (vTuTh)(UuxvT) =v(ETe)vT

Dado que UTU = I, se observa que V diagonaliza a AT A, y en esta descomposicién se ve que
las columnas de V son los vectores propios de AT A
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C.6. Construccion y Prueba de Ortogonalidad

Buscamos vectores que cumplan la relacién Av; = o,u;.

1. Se eligen los v; como los autovectores de AT A.
2. Se calculan los o; como la rafz cuadrada de los autovalores de AT A.
3. Se definen los vectores de salida como u; = Av;

i
T;

Para demostrar que los u; generados son ortogonales entre sf (u? u, = 0), utilizamos la propiedad
de los autovectores de AT A:

T
uTu _ AUI AU2 _ ’U?(ATAUQ) _ U1T(U§1)2) — Q(UTU )
b 01 ) 0109 0109 01 b

Como los v; son ortonormales, v{ v, = 0, lo que garantiza la ortogonalidad de los u,;.

C.7. Observaciones y Propiedades

C.7.0.1. Conteo de Parametros

La SVD describe cualquier transformacién lineal como una secuencia de Rotacién (V1) —
Estiramiento (X) — Rotacién (U).

El ntimero de grados de libertad en la matriz original debe coincidir con los de su forma SVD:

» Caso 2x2 (4 pardmetros): 2 valores singulares en 3, 1 dngulo de rotacién 6 para V' y
1 d4ngulo para U.

» Caso 3x3 (9 parametros): 3 valores singulares en 3, 3 pardmetros de rotacién en 3D
(los tres angulos posibles, conocidos en ingenieria como roll, pitch y yaw) para V', y otros
3 para U.

C.7.0.2. Igualdadde Uy V

Los vectores singulares a izquierda y derecha coinciden (U = V') dnicamente cuando la matriz
A es cuadrada, simétrica y definida positiva.

C.7.0.3. Autovalores Repetidos

Si existe un autovalor doble, los vectores singulares no son tnicos, sino que generan un plano
singular de direcciones posibles
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C.7.0.4. Determinantes

El determinante de una matriz ortogonal es siempre 1 (o —1 si incluye reflexion) (Strang, 2018
Lec. 3 ’13). Para una matriz cuadrada, el producto de los valores singulares [] o; es igual al
valor absoluto del determinante.

C.8. Aproximacion de Bajo Rango (Teorema de Eckart-Young)

En ciencia de datos, la SVD permite comprimir informacién eliminando los componentes menos
significativos (ruido). Segun el Teorema de Eckart-Young, la mejor aproximacién de rango k
para una matriz A se obtiene truncando la SVD a sus primeros k términos:

k
_ T
Ay = E o;u;v;
i=1

Esta matriz A, es la més cercana a A en términos de la norma de Frobenius y la norma
inducida ¢, (Strang, 2018 Lec. 7 ’16; Strang, 2019, p. L.7).

C.9. La Pseudo-inversa (A")

La SVD proporciona una forma robusta de definir la inversa para matrices no invertibles o
rectangulares (Strang, 2018 Lec. 9 '06; Strang, 2019, p. 1.7):

At =vytuT

Donde X" se obtiene reemplazando cada o; > 0 por 1/0; y transponiendo la matriz. Si A tiene
columnas independientes, AT = (AT A)"* AT lo que conecta directamente con la solucién de
minimos cuadrados.
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